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第一章 实数与直线

P2 L5: 可定义为[(m+ 1) + 1] + · · ·+ 1

P2 交换律和结合律的证明修改如下：

清晰起见，记S(a)为a的后继。

先通过对c归纳证明结合律

(a+ b) + c = a+ (b+ c)

c = 1时，结合律即为

a+ S(b) = S(a+ b)

假设对已有(a+b)+c = a+(b+c)对某个c成立，将c换为c+1即S(c)时，

有

(a+ b) + S(c)

=S((a+ b) + c) [P2]

=S(a+ (b+ c)) [归纳假设]

=a+ S(b+ c) [P2]

=a+ (b+ S(c)) [P2]

故归纳完成。

接下来通过对a归纳来证明a+ 1 = 1 + a。

a = 1时该式两边完全相同。假设该式对某个a成立，将a换为a +

1即S(a)时，有

S(a) + 1

=S(a+ 1) [P1]

=S(1 + a) [归纳假设]

=1 + S(a) [P2]

最后对b归纳来证明一般情况的交换律a + b = b + a。上一结论已完

成b = 1时的归纳奠基。假设交换律对某个b成立，将b换为b + 1即S(b)时，
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4 第一章 实数与直线

有
a+ S(b)

=a+ (b+ 1) [P1]

=(a+ b) + 1 [结合律]

=(b+ a) + 1 [归纳假设]

=b+ (a+ 1) [结合律]

=b+ (1 + a) [归纳奠基]

=(b+ 1) + a [结合律]

=S(b) + a [P1]

P5L-1: 增加 对于正数a = +a0.a1 · · · an · · · ,记[a] = a0为其整数部分。

对于负数，我们类似定义[a] = −a01.
P8：证明结束后，增加请读者思考以下命题是否为真：0 ∈ {0.1, 0.01, · · · };

1 ∈ {0.9, 0.99, · · · }; 1
9
∈ {0.1, 0.11, · · · }.

P8L-9: 对任意的有尽小数后，增加 α, α′, β, β′,满足

P9L-14: n→ an后，增加 ,它指向定义的实数

P11：任意不同实数间存在有理数的证明改为 考虑

c =
a− b

2
= c0.c1 · · · cn · · · ,

d =
a+ b

2
= d0.d1 · · · dn · · · ,

不妨记c中非零的第一位为cn,取

x = d0.d1 · · · dn+1 + 0. 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
(n−1)

1.

P14: 12题括号内改为 即∀x1 > x2,有f(x1) ≥ f(x2).

15题加解释 若f(x∗) = x∗,称x∗为f(x)的一个不动点.

1这里可以有其它方式来定义出实数“截出来”的整数，譬如floor函数（指不大

于a的整数：a非负时取为a0,负整数时取为−a,负数但非负整数时取为−(a0 + 1)），或

者celling函数（指不小于a的整数：a非正时取为−a0,正整数时取为a,正数但非正整数

时取为(a0 + 1)）.



第二章 序列与函数的极限

P17L3: 最后一个括号内分母改为2N−1 + 1.

P19L1: 有限项无关，后面增加：而只与后面的项相关。

P19L-11: 简单一些。后面增加：当然更一般些，如果证出小于kε亦

可，只要保证k > 0与ε无关。不过作为初学者，我们尽量在证明的前段

调整系数，使得最后的不等式为小于ε.

P22L1: 定理2.4后边注明保号性。

P22L-0: 增加一段话 四则运算定理表明，我们可以通过计算的办法

证明极限存在，也就是说，如果能够计算出极限（等式右边有），则极

限存在（等式左边有）。

例2.0.1. 求 lim
n→∞

n2 + 2n+ 1

3n2 − 1
.

解：根据极限的四则运算法则，

lim
n→∞

n2 + 2n+ 1

3n2 − 1
= lim

n→∞

1 +
2

n
+

1

n2

3− 1

n2

=
1 + 2 lim

n→∞

1

n
+ lim

n→∞

1

n2

3− lim
n→∞

1

n2

=
1

3
.

P23L9：括号后加一句,或者用例2.6的结论。

P23L-4: 两个绝对值的线都要拉长

P24：夹挤原理后加一个例子

例2.0.2. 求 lim
n→∞

sinn

n
.

解：注意到

− 1

n
≤ sinn

n
≤ 1

n
,

而

lim
n→∞

(
− 1

n

)
= lim

n→∞

1

n
= 0,

由夹挤原理知

lim
n→∞

sinn

n
= 0.

P28 最下方增加： 有趣的是，存在这样的序列：任何[0, 1]中的数，

都有子序列收敛到该数。譬如，

1

1
,
1

2
,
2

2
,
1

3
,
2

3
,
3

3
,
1

4
, · · ·
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6 第二章 序列与函数的极限

你看出来譬如取
√
2− 1，该怎样取子序列吗？

P31L2: 改p = N + 3.

P37L-1L-3: 改≤为 <.

P39L14：就有之后的证明改为：

|xm − a| = η

2m
<

η

2N
< δ,

同理，|xn − a| < δ. 于是|f(xm)− f(xn)| < ε.因此，{f(xn)}为基本列，由序
列的柯西收敛原理知其必收敛。不妨记 lim

n→∞
f(xn) = A.

由 lim
n→∞

f(xn) = A,∃M ∈ N，当n > M时，有|f(xn) − A| < ε.特别地，

取n∗ = max
{
M,
[ η
2δ

]}
+ 1,则∀|x− a| < δ，必有

|xn∗ − a| < δ,及|f(xn∗)−A| < ε.

因此

|f(x)−A| ≤ |f(x)− f(xn∗)|+ |f(xn∗)−A| < 2ε.

P40L5: 去心邻域U改为Ǔ .

P42：图2.9中左半轴改为粗黑线。L-3：sign改为 sgn.

P49L1: 加一个说明：这里极限均指有限值。



第三章 连续函数

P50L-2：前面改为 ∀1 > ε > 0, ∃δ = ε > 0, L-1：最后一项改为 = ε2 < ε.

P51L7: 分母改为 Q(g(x)).

P52L4L9: sign改为 sgn.

P53: 图3.1 实数轴除原点改为黑线。

P56L4: 加一个脚注：这一性质称为闭区间[a, b]是序列紧的，在下册

多维空间中作更多讨论。

P61L2：g(x)的定义改为

g(x) =


0, x = 0,

x+ 1, 0 < x ≤ 1,

x− 1, 1 < x ≤ 2,

P65L2: 增加脚注：这里我们证明了对于有理数r ∈ (0, 1),实数x > 0,成

立(1 + x)r ≤ 1 + rx.

P68L-7 增加一段 前述讨论也同时定义了幂函数xµ (µ ∈ R).
P69L-5 等式右端第一项分母改为 xm.

P74第12题：最小改为最大。第14（1）题：sinx改为 (sinx).
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8 第三章 连续函数



第四章 导数

P89L1 ”证明”开始改为：说明.若x′(t0) ̸= 0,且x′(t)在该点连续，则x(t)在t0的

邻域上严格单调连续，

P95L7“这样的x0 · · · 统称极值”移至“若上述”前
P98L7例4.18之后增加：这个例子里，如果我们令y = 0,就得到| sinx| ≤

|x|.注意这也正是之前求出的一个重要极限 lim
x→0

sinx

x
= 1 的基础。请读者

思考，这里有没有循环论证的风险？

P100L7“在某Ǔ(x0, δ)”改为：在某U(x0, δ)

P101L-4“柯西”前增加：以下

P102L1 ”考察”改为：注意到g′(x) ̸= 0,因此g(b)− g(a) ̸= 0,可定义

P102L-2 删去极限符号和
f ′(x)

g′(x)
之间的等号

P112L-2L-8 ”o(xn)”改为o((x− a)n)

P112L-4L-6 ”o(xn−1)”改为：o((x− a)n−1)

P114L1 A(hn)改为：Ahn

P114L7 f(x)后增加：−f(x0)
P117L13-14 P,Q表达式改为：

Pm+1(x
2) = Q′

m(x2)2x2(1 + x2)−Qm(x2)[(4m+ 3)x2 − 1],

Qm+1(x
2) = P ′

m+1(x
2)2(1 + x2)− Pm+1(x

2)2(2m+ 3).

可以推出

Pm+1(x
2) = −(4m+ 2)x2Qm(x2)− (2m+ 1)(2m+ 2)(1 + x2)Pm(x2),

Qm+1(x
2) = −(4m+ 6)Pm+1(x

2)− (2m+ 2)(2m+ 3)(1 + x2)Qm(x2).

P119L3 x1, x2改为： x1 < x2

P119L8 中间表达式分子f(x2)− x1改为； f(x2)− f(x1)

P121L12 第二个小于号改为：≤
P174L-2 脚注等式右端分母负号改为：+

P194 习题9(4) 括号内说明改为：这里φ(x) > 0, ψ(x) > 0

P194 习题9(5) 增加说明：（这里φ(x) > 0）

P195 习题25“求证”前增加：且f(x)在(a, b)可导

P195 习题27 (2)(3) 待证不等式的<三个都改为 >

P197 习题37 待证结论L = · · ·改为 L ≈ 1

2
mglθ2

P198 习题46(3) 待证不等式的<改为 ≤
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10 第四章 导数



第五章 不定积分

P145L8,9,10 等号接着的系数
1

a2
都改为

1

a
P146L8 题目后补充说明： (a > 0)

P146L-6 题目后补充说明： (a > 0)

P152L12 第(4)种情形xλ(a = bxµ)γ改为：xλ(a = bxµ)ν

P154L-2 习题3(12)中被积函数arcsinx2改为： (arcsinx)2

P156L-3 习题6(6)中被积函数
lnx

(1 + x2)
2
3

改为：
lnx

(1 + x2)
3
2

P156L-1 习题3(12)中被积函数中arctan(x2)改为： arctanx
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12 第五章 不定积分



第六章 定积分

P168L4 v ∈ C[a, b]改为： v ∈ C1[a, b]

P169L2L3 积分上限1改为 a

P170 第一个公式θ 改为 ∆θ

P173L-8 正劈锥体的定义中，右花括号前增加： ,H > z ≥ 0

P174 脚注中公式右端分母中− 改为 +

P175L-4 表达式中
b√

a2 − b2
改为：

b2√
a2 − b2

;括号内

√
a2 − b2

b
改为：

√
a2 − b2

b2

P175L-3 ln里面的表达式第一项

√
a2 − b2

b
z改为：

√
a2 − b2

b2
z

P180L6 习题6(1)中”偶函数，“后增加：一个周期内均值位0的

P180L7 习题6(2)中左边的被积函数改为： x3f(x2)

P180L9 习题6(4)中左边的被积函数改为： f(t)(x− t)
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14 第六章 定积分



第七章 定积分的进一步讨论

P1L-10“有不定积分的函数可积（牛顿-莱布尼茨公式）；闭区间上

连续函数可积”改为 闭区间上连续且有不定积分的函数可积（牛顿-莱

布尼茨公式）

P5L11 后增加一段解释：

L(f, P ∪P0)与L(f, P )之间的差别只可能来自于P0中分点在的小区间

上（共n个，且如果与P中分点重合则不产生差别）。只看这部分产生的

影响，只要|P |充分小，就可控制L(f, P ∪ P0)− L(f, P ).

P12L6“若f ∈ C([a, b])”改为：若f ∈ C[a, b]

P14L-4 加讨论如下：

该定理就是上一章中的引理6.2，区别在于这里仅设f, g可积，无

需fg可积的假设。

若f, g ∈ C[a, b],定理的证明也可以采用柯西中值定理。由可积性

及g ≥ 0,同上一般有
∫ b

a
g(t)dt ̸= 0,令

ϕ(x) =

∫ x

a

f(t)g(t)dt, ψ(x) =

∫ x

a

g(t)dt,

易知ϕ, ψ ∈ C1[a, b],于是∃c ∈ (a, b),

ϕ′(c)

ψ′(c)
= f(c)

=
ϕ(b)− ϕ(a)

ψ(b)− ψ(a)

=

∫ b

a

f(x)g(x)dx∫ b

a

g(x)dx

.

P15L-2 f ∈ C1[a, b]后加：非负

P17L-8至-10 三个求和号外面各加一对绝对值符号。

P17L-9

∫ xi

xi−1

g(x) 后加 dx

P20L12“0 ≤ u ≤ 1”改为： 0 ≤ u ≤ h

P20L12 梯形公式右端分子1 改为 b− a

P21L-7 在“二阶收敛的.”后加：它们对于分段常数和分段折线函

数都可以做到精确（分割需包含所有间断点）。

P22L5在后面加一句：对于分段二次和三次函数可以达到精确（分

割需包含所有间断点）。

P23L7 改为 ≤ 2

2n+ 1
.

P24 第12题中，两处

√
2

3
改为

1√
3

P23 最后一段改为一节，内容如下：
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16 第七章 定积分的进一步讨论

-

6

x

f(x)

a b

图 7.1 增加分点对达布和的影响: 虚线为P的分点，实线为P0增加的分

点。

§7.0.1 斯特林公式

斯特林(Stirling)公式是关于n!的一个逼近公式。以下分四步逐渐来

逼近它.

第一步，我们证明

n! ∼
(n
e

)n
.

为此，先定义

f(x) =

{
(1 + x)1/x, x ̸= 0;

e, x = 0.

该函数连续。取对数再求导知

(ln f(x))′ =
x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)
,

右式分母恒正。分子在x = 0处为0，而再求导一次为− ln(1 + x),在原点两

侧变号，这表明它在两侧都为负.

于是ln f(x)从而f(x)本身都是单调下降的，这就是说，x > 0时f(x) <

e,而x < 0时f(x) > e.特别地，就得到∀k ∈ N,

(
1 +

1

k

)k

< e,

以及 (
1− 1

k + 1

)−(k+1)

=

(
1 +

1

k

)k+1

< e.
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分别写出k = 1, · · · , n− 1时的不等式(
2

1

)1

< e <

(
2

1

)2

;(
3

2

)2

< e <

(
3

2

)3

;

...(
n

n− 1

)n−1

< e <

(
n

n− 1

)n

;

这些式子乘在一起得

nn−1

(n− 1)!
< en−1 <

nn

(n− 1)!
,

于是
enn

n!
< en <

enn+1

n!
,

这样，就给出了

e
(n
e

)n
< n! < en

(n
e

)n
.

第二步，我们证明

n! ∼ ann+
1
2 e−n,

这里a为一个常数.

先给出一个不等式

0 <

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1 <

1

4

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

事实上，对于凸函数
1

x
考虑矩形公式和梯形公式近似积分知

2u

c
<

∫ c+u

c−u

1

x
< u

(
1

c+ u
+

1

c− u

)
,

取c = n+
1

2
, u =

1

2
得到

1

n+
1

2

< ln
n+ 1

n
<

1

2

(
1

n
+

1

n+ 1

)
.

整理后即得上述不等式。

接着，令

an =
n!

nn+
1
2 e−n

,

比较相邻两项得

an
an+1

=
1

e

(
n+ 1

n

)n+ 1
2

,
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取对数再利用上述不等式有

0 < ln
an
an+1

=

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1 <

1

4

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

因此，

an+1 < an,

且

an+1e
− 1

4(n+1) > ane
− 1

4n .

从而看出 {[
ane

− 1
4n , an

]}
构成一个闭区间套. 由闭区间套原理，有唯一的数a,

lim
n→∞

an = a,

满足

ane
− 1

4n < a < an.

回到an的定义，就证明了这一步.

第三步，利用沃利斯公式计算a.

π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]2

= lim
n→∞

1

2n+ 1

[
22n(n!)2

(2n)!

]2

= lim
n→∞

1

2n+ 1

[
22na2n2n+1e−2n

a(2n)2n+
1
2 e−2n

]2

=
a2

4
.

据此得到

a =
√
2π.

第四步，回到第二步的结论，就有

ane
− 1

4n <
√
2π < an,

根据an定义，就是说

√
2πn

(n
e

)n
< n! <

√
2πn

(n
e

)n
e

1
4n ,

从而，存在θ ∈ (0, 1),成立斯特林公式

n! =
√
2πn

(n
e

)n
e

θ
4n .
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斯特林公式还有另一种证明方法.

由lnx的单调性，∫ n

n−1

lnxdx < lnn <

∫ n+1

n

lnxdx,

因此， ∫ n

0

lnxdx < lnn! <

∫ n+1

1

lnxdx.

积分得

n lnn− n < lnn! < (n+ 1) ln(n+ 1)− n.

定义

dn = lnn!−
(
n+

1

2

)
lnn+ n,

注意到

n+ 1

n
=

1 +
1

2n+ 1

1− 1

2n+ 1

以及泰勒展开式

1

2
ln

1 + t

1− t
= t+

t3

3
+
t5

5
+ · · · , |t| < 1.

从而计算

dn − dn+1 =

(
n+

1

2

)
ln
n+ 1

n
− 1

=
1

3(2n+ 1)2
+

1

5(2n+ 1)4
+ · · ·

<
1

3

[
1

(2n+ 1)2
+

1

(2n+ 1)4
+ · · ·

]
=

1

12

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

跟上一种证明类似，利用闭区间套

{[
dn − 1

12n
, dn

]}
套出极限d，以

及沃利斯公式得到

ed =
√
2π.

注意到

dn − 1

12n
< d = ln

√
2π < dn,

知存在θ̃ ∈ (0, 1),有

dn = ln
√
2π +

θ̃

12n
,

因此，有更好的逼近公式

n! =
√
2πn

(n
e

)n
e

θ̃
12n .
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第八章 广义积分

P33L11“求极限.”改为：求极限，而∀A > a,

∫ A

a

f(x)dx可积是已假

设成立的.

P39 作业4(4) (x− 3) 改为 (3− x)

21
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第九章 多维空间

P47L2 lim
x→a
Ω

改为lim
x→a
E

P47L8“若开集”改为 若集合

P50L12 |x− a|改为 ∥x− a∥
P50L-9 Ǔ(0, η)改为Ǔ(a, η)

P52L2“A”改为：B

P52L4 新开一段：不等式性质为：若

f(x) ≥ g(x), ∀x ∈ Ǔ(a),

则

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x).

P53L-6“则上述两种累次极限都存在且等于重极限.”改为：累次极

限也存在，那么它们等于重极限。考察函数

f(x, y) =


(x+ y) sin

1

x
sin

1

y
, 若x ̸= 0, y ̸= 0;

0, 否则,

它有重极限，但无累次极限。

P57L2 f(U(a, δ)) 改为： f(U(a, δ) ∩ Ω)

P57L2“因此，U(a, δ)”改为：因此，U(a, δ)∩Ω开，于是有更小的正

数δ̃,满足U(a, δ̃) ⊂ U(a, δ) ∩ Ω,且U(a, δ̃)

P57L7 后新开一段：

这一节我们要注意哪些与R中一样，哪些不一样。例如，函数极限
序列式定义与ε − δ定义等价、极限存在必唯一、四则运算、复合函数、

函数不等式等，借助遗传定理，都同样成立。但多维空间里的几何变得

更复杂，多了沿集合收敛的讨论；多维空间中点列不可比较大小。

P61L-5 bi 改为： bi

P65L-1 函数改为：

f(x, y) =


(x+ y) sin

1

x
sin

1

y
, 若x ̸= 0, y ̸= 0;

0, 否则.

P66L-3 x3改为 x4

P66加一道习题：考察曲线Γ : y = sin
1

x
, x ∈ (0, 1),以此为中心线宽度

为e−
1
x2形成一个开集E。试证明：(1) E连通；(2) E中含有线段{(x, y)|x =

0, y ∈ [0, 1]}; (3) E不连通。

23
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第十章 多元微分

P68L12 加一句 这里k = ∞理解为直线x− x0 = 0.

P70图10.2 图标中f(x)改为： f(x, y)

P72L9 B的表达式分母∂x改为 ∂y

P74L6 公式右边“O(h)”改为： o(1)

P74L8 本定理证明后面加一段：定理给出了可微的充分条件，但并

不是必要条件。如函数

f(x, y) =


(x2 + y2) sin

1

x2 + y2
, 若(x, y) ̸= (0, 0);

0, 否则,

它在原点偏导数不连续，但处处可微。

P74L12 定义后加一段：注意这里不要求各偏导数可微。

P77L-1 = 改为 ≈
P78L2 最右端左下角分量偏微分分子中“xn”改为： xm

P79L-2 脚注开始处添加 当m = p时，

P79L-9 右端偏微分分母中“xn”改为： xm

P80L-1 脚注加一句：注意物理或几何上只把∇(x,y)称为梯度，参见

本书场论部分的讨论。

P85L-10,L-7,L-6,L-4 公式中括号内偏导数的分子部分“∂f”（共出

现10次）改为 ∂

P89L3最后接一句：如果D是凸的，上述开（闭）线段为其子集，这

是有限增量公式成立所必需的。

P96L13 本节最后加一段解释：

25
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为了解释上述关于二阶微分的形式运算是合理的，看一个更简单

的例子：

F (p, x, y) = 0.

比较两种做法，一是形式运算。先求一阶微分：

0 = dF = Fpdp+ Fxdx+ Fydy,

于是

dp = − 1

Fp
(Fxdx+ Fydy),

从而读出

∂xp = −Fx

Fp
, ∂yp = −Fy

Fp
.

以x, y为自变量，注意到d2x = d2y = 0,再做一次微分得到

0 = d2F = Fpd
2p+Fpp(dp)

2+2Fpxdpdx+2Fpydpdy+Fxx(dx)
2 = 2Fxydxdy+Fyy(dy)

2,

把上面一阶微分dp代入并整理得

0 = Fpd
2p+

(
Fpp

F 2
x

F 2
p

− 2Fpx
Fx

Fp
+ Fxx

)
(dx)2

+2

(
Fpp

FxFy

F 2
p

− FxFpy + FyFpx

Fp
+ Fxy

)
dxdy

+

(
Fpp

F 2
y

F 2
p

− 2Fpy
Fy

Fp
+ Fyy

)
(dy)2.

由此读出

∂xxp = − 1

Fp

(
Fpp

F 2
x

F 2
p

− 2Fpx
Fx

Fp
+ Fxx

)
;

∂xyp = − 1

Fp

(
Fpp

FxFy

F 2
p

− FxFpy + FyFpx

Fp
+ Fxy

)
;

∂yyp = − 1

Fp

(
Fpp

F 2
y

F 2
p

− 2Fpy
Fy

Fp
+ Fyy

)
.

再看另一种“初等”做法。简单起见，不妨考虑在p0 = x0 = y0 = 0处

对F (p, x, y)和p(x, y)分别作二阶多项式展开：

F (p, x, y) = F0 + F11p+ F12x+ F13y + F21p
2 + F22x

2 + F23y
2 + F24px+ F25py

+F26xy + o(p2 + x2 + y2),

p(x, y) = p0 + P11x+ P12y + P21x
2 + P22xy + P23y

2 + o(x2 + y2).
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上面多项式中的大写字母为常数，且由泰勒公式易知它们跟偏导数的

关系. 将p(x, y)的表达式代入F (p, x, y) = 0得到

F11(P11x+ P12y + P21x
2 + P22xy + P23y

2) + F12x+ F13y + F21(P11x+ P12y)
2

+F22x
2 + F23y

2 + (F24x+ F25y)(P11x+ P12y) + o(x2 + y2) = 0.

从一次项系数为0读出

F11P11 + F12 = 0, F11P12 + F13 = 0,

于是

P11 = −F12

F11
, P12 = −F13

F11
.

把系数与偏导数关系代入，这就给出了∂xp, ∂yp.

从二次项x2系数为0读出

F11P21 + F21P
2
11 + F22 + F24P11 = 0,

于是

P21 = − 1

F11

(
F21P

2
11 + F22 + F24P11

)
= − 1

F11

(
F21

F 2
12

F 2
11

+ F22 − F24
F12

F11

)
.

把这些系数与偏导数的关系代入，这就是前面的∂xxp.另两个二阶偏导

数类似.

P96L-3“向量”后加：（本节中均以列向量表示）

P98L14 sup下的取值范围“∥x| = 1”改为： ∥x∥ = 1

P99L7-8 将“我们同样也称导数Df = A.”改为：即

A =

(
∂fi
∂xj

)
p×m

,

也记为
∂f

∂x
或∂xf . 本书中，除非特别说明，我们总是把向量值函数的每

一个分量的各偏导数写在同一行，而把对于每一个自变量的偏导数写

在同一列。

P99L-7“Df”改为：
∂f

∂(x, y)
P99L-1“D”改为（共5处）： ∂x

P100L3“D”依次改为（共3处）： ∂x, ∂y, ∂x

P100L4“f2(x)”改为： · · · , fp(x)
P100L5“D”改为： ∂x

P100L8“D”改为： ∂x

P100L13“Dx”改为： ∂x

P100L14“Dxf”改为： ∂xf
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P100L14“Df”改为： ∂(x,y)f

P100L-8“(b− a)Tm×1”改为： (b− a)m×1

P100L-6“Df”改为： ∂xf

P100L-3“(b− a)Tm×1”改为： (b− a)m×1

P100L-2“(f(b)−f(a))1×pDf(c)p×m(b−a)Tm×1”改为：(f(b)−f(a))T1×p∂xf(c)p×m(b−
a)m×1

P100L-1“Df”改为： ∂xf

P101L2“Df”改为： ∂xf

P101L4“Df(c)p×m(b− a)Tm×1”改为： ∂xf(c)p×m(b− a)m×1

P101L4“∇xfi(c)(b− a)T”改为： ∂xfi(c)(b− a)

P102L9“Df”改为： ∂xf

P107L-1,-3,-5,-7,-9,-10“Dxf,Dyf”分别改为（7处，6处）： ∂xf, ∂yf

P108L2“λ = −Dyf · (Dyg)
−1”改为 λ = λ∗ = −∂yf · (∂yg)−1

P108L4“Dy”改为（2处）： ∂y

P108L6“Dx”改为： ∂x

P108L13 ”，且”前面增加： , (∂yg)p×p可逆

P108L-1,-3,-5“Dx, Dy”分别改为（各4处）： ∂x, ∂y

P109L-7“最小值.”改为：最小值（这里按照线性代数的习惯，x为

行向量）.

P109L-5 ”2AxT0 − 2λxT0 ”改为： 2x0A− 2λx0

P111L-1,-2,-3,-4,-6,-7“D”改为（10处）：∇
P112L11“D”改为（2处）：∇
P113L9,10,11“∇r”改为（3处）：∇

P118L11“

(
ds

dt

)6

”改为：

(
ds

dt

)3

P118L12“

(
ds

dt

)3

”改为：

(
ds

dt

)6

P121L-2“n · r̈”后添加：= κn ·N
P122L9 后面加一段：

第二基本形式也可以从曲面到切平面的“有向距离”来理解。

(r(u0 +∆u, v0 +∆v)− r(u0, v0)) · n

=

[
(ru∆u+ rv∆v) +

1

2
(ruu(∆u)

2 + 2ruv∆u∆v + rvv(∆v)
2)

]
· ru × rv
∥ru × rv∥

= 1
2 (L(∆u)

2 + 2M∆u∆v +N(∆v)2).

P123L-6“于是κn”后加：及T

P123L-5“确定了”后加：，与具体曲线无关，是曲面在该点及该

方向的切线确定的

P123L-4“扭转”后加：，即N可变

P127L9 ”曲线”改为：曲面
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P127L-1 加一题：推导科里奥利（Coriolis）力的公式。
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第十一章 多元积分

P128L-2“[a1, b1]× · · · × [am, bm]”改为： [a1, b1]× · · · × [am, bm]

P129L-12“QJ”后加：，其中J为多重指标。

P134L10“[a, b]”改为：Q

P134L-7“[a, b]”改为：Q

P135L-1 最后接：这里的积分是用下一节讲的累次积分来算的。

P137L-12 最后接：这里新增的标志点不在∂Q上。

P137L-5“< ε”改为： +Ω1 < 2ε. 其中Ω1为∂Ω周围一圈小方块上

对Ω的贡献。以二维为例，就是ωijvol(Qij)之和；当我们设|f | ≤ L, 并取

|P̃ | < εmini |bi − ai|
2Lvol(Q)

,

则Ω1 < ε.

P138L8“sup”的下标“a ≤ x ≤ b”改为（2处）： x ∈ Q

P139L5,8“Ω”改为：Q

P144L-3“连续函数f(t)”改为：一元连续函数f(s)

P144L-2“tn−2”改为： tm−2

P144L-1“(x− t)m−1f(t)dt”改为： (x− s)m−1f(s)ds

P145L6,7,8,10“t”改为（12处，含dt中的t）： s

P147L14“F (x)”改为： f(x)

P150L6“dudv”改为： d(u, v)

P150L-5后加一段说明：这里dx,dy, du,dv要理解成向量，即dxex, dyey, dueu, dvev.

P156L3,8,9,11,12,13“γ”改为（共10处）： Γ

P157L2,3,4,6“γ”改为（共6处）： Γ

P157L3,6“r(s)”改为（2处）： r

P157L-9“D ∈ R2”改为：D ⊂ R2

P157L-5“
∫
D

∥ru × rv∥dudv”改为：
∫
D

dσ =

∫
D

∥ru × rv∥d(u, v)

P159L5 后面加：= 1

P159L-10,-8“φ”改为（7处，d后面的不改）： θ

P159L-8“θ”改为（2处，d后面的不改）： φ

P163L8“xdy + ydx”改为： xdy − ydx

P166 把L5-9“如果”到“C = 1”这段移至L-2,“参数表示下，有”改

为：于是有

P169图11.19(a)“y1(t), y2(t)”改为： y1(x), y2(x)

P172L7 后开一段：用我们后面的记号，就是∮
∂Ω

F · dr =

∫∫
Ω

∇× F · ndσ.
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P173L4 ”dz ∧ dz” 改为： dz ∧ dx

P173L4 后开一段：用我们后面的记号，就是∫∫
⃝∂ΩF · ndσ =

∫∫∫
Ω

∇ · Fd(x, y, z).

P174L15“ωr× k”改为： r× ωk

P174L19“F”改为（2处）： v

P175L9 ”F · ∇G+∇F ·G” 改为：

F · (∇F) +G · (∇F) + F× (∇×G) +G× (∇× F)

P175L12“∇F ·G”改为：G · ∇F

P175L-6,-12“(F · ∇)G−”改为（2处）：−(F · ∇)G+

P177L15 ”
∂q1
∂x

k” 改为：
∂q1
∂z

k

P178L-7 前加一段：即令

∇u = αe1 + βe2 + γe3,

特别的，考虑dq2 = dq3 = 0时，有

du = ∇u · (h1dq1e1)
= αh1dq1

=
∂u

∂q1
dq1,

于是

α =
1

h1

∂u

∂q1
.

β, γ同理可得。

P179L5“Ph3h1, Ph2h3”分别改成：Qh3h1, Rh2h3

P180L6 ”tan(x+ y2)”改为： sin(x+ y2)

P180L13 ”

∫ 3

1

∫ 3−x

1

” 改为：
∫ 3

1

∫ 3−x

0

P181L-1,-6“第一类”改为（2处）：第一型

P182L4,11“第二类”改为（2处）：第二型

P182L-5 ”单位圆周”后添加：（逆时针）

P183L-2 ”以及”改为：；视v为向量场，求



第十二章 含参变元的积分

P187L-2最后加一句：定理也可以从连续函数重积分存在且可换为

累次积分来证明，见定理11.6.

P191L4“g(x, t)”改成： g(t, x)

P191L8“g(x, t)”改成： g(t, x)

P191L13 定理12.9 标注为： [迪尼定理]

P191L15“F (t)”改成：
∫ +∞

c

f(t, x)dx

P193L1“[c,+∞]”改成： [c,+∞)

P193L7 定理放到定理12.12后面，且证明改为：

F (t+∆t)− F (t)

∆t
=

∫ +∞

c

f(t+∆t, x)− f(t, x)

∆t
dx

=
1

∆t

∫ +∞

c

(∫ t+∆t

t

ft(s, x)ds

)
dx,

由

∫ +∞

c

ft(t, x)dx⇒ φ(t)及ft(t, x) 连续，由积分换序的定理知上式

F (t+∆t)− F (t)

∆t
=

1

∆t

∫ t+∆t

t

(∫ +∞

c

ft(s, x)dx

)
ds

=
1

∆t

∫ t+∆t

t

φ(s)ds.

由定理12.10知φ(t)连续，故

F ′(t) = lim
∆t→0

F (t+∆t)− F (t)

∆t

= lim
∆t→0

1

∆t

∫ t+∆t

t

φ(s)ds

= φ(t).

P193L-6 去掉“c > 0”中的“> 0”

P194L-4“[c,+∞)× [α,+∞)”改成： [α,+∞)× [c,+∞)

P194L-3“dx”改成： dt

P194L-1 ”f(t,x)”改成： |f(t, x)| P195L2 ”f(t,x)”改成： |f(t, x)|

P195L7“≤ e−x,而
∫ +∞

0

e−xdx = 1”改成：≤ e−ax,而

∫ +∞

0

e−axdx =
1

a
P197L5“先令A→ +∞,”后添加：第二项积分关于A 一致收敛

P197L7“先令δ → 0,”后添加：第二项积分关于δ 一致收敛

P203L7“有”改为：断言

P203L8-12 改为： (
1 +

1

n

)x

< 1 +
x

n
,
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则有
nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

≤ nx

x
· 1

(1 + x)
(
1 +

x

2

)
· · ·
(
1 +

x

n

)
≤ nx

x
· 1

(1 + 1)
x

(
1 +

1

2

)x

· · ·
(
1 +

1

n

)x

=
nx

x(n+ 1)x

≤ 1

x
.

P203L-5“表达式。”改为：表达式，它对所有x > 0成立。事实上，

上面已经证明了这个表达式对于x ∈ (0, 1]成立。在此基础上，计算

Γ(x+ 1) = xΓ(x)

= x lim
n→+∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

= x lim
n→+∞

(n+ 1)x(n+ 1)!

x(x+ 1) · · · (x+ n+ 1)

= lim
n→+∞

(n+ 1)x+1n!

(x+ 1) · · · (x+ n+ 1)

= lim
n→+∞

nx+1n!

(x+ 1) · · · (x+ n+ 1)
lim

n→+∞

(
n

n+ 1

)x+1

= lim
n→+∞

nx+1n!

(x+ 1) · · · (x+ n+ 1)
,

及表达式在(1, 2]上也成立。归纳可知，对于所有x > 0都成立。

P207L-2“sinα”改为： sinn

P208L2“sinα”改为： sinn

P208L3,4 替换为：归纳如下：

an = an−1
√
π

Γ

(
n+ 1

2

)
Γ

(
n+ 2

2

)

= an−2(
√
π)2

Γ
(n
2

)
Γ

(
n+ 1

2

) Γ

(
n+ 1

2

)
Γ

(
n+ 2

2

)
· · ·

= a1(
√
π)n−1

Γ

(
3

2

)
Γ

(
n+ 2

2

)
=

(
√
π)n

Γ

(
n+ 2

2

) .
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P209L1“ ̸=”改为：=

P209L4“etx”改为： e−tx

P209L7“连续”改为：收敛

P209L-5“
b

a
”改为：

a

b
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第十三章 级数

P214L12 后面添一段：

这个命题请读者试着证明一下。

值得指出的是，序列的极限点可能有无穷多。譬如第二章里曾经提

到的(0, 1]区间所有有理数形成序列{an}:

1,
1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
2

4
,
3

4
, · · ·

则任何一个该区间的有理数
p

q
都在其中有限项出现。

在此基础上构造一个新的序列{bn}：

a1, a1, a2, a1, a2, a3, a1, a2, a3, a4, · · ·

即绕回去一圈再增一项，任何一个(0, 1]上的有理数
p

q
仍在有限项出现，

而且由于不断重复出现，可以取其为常值子序列，因此为极限点。于是

任何一个有理数都是其极限点。

其实，{an}中就已经包含了所有这样的有理数为极限点，因为有常
值子序列

p

q
,
2p

2q
,
3p

3q
, · · ·

不仅如此，[0, 1]上的每一点都是极限点（请读者思考该怎样取子序列）。

P214L-6“此外”前添加：

∃N ∈ N, ∀m > N ,成立xm < lim
n→+∞

xn + ε.

P218L2 第2，3个求和下限分别改为 n = 2,n = 3

P219L5 ” lim
n→+∞

an+1

an
≥ 1” 改为： lim

n→+∞

an+1

an
> 1

P219L7 这里另添一段：

判别法的极限形式中，对下极限的要求是严格大于1，这是因为下

极限等于1时可能出现收敛的情形，如级数各项为1, 1,
1

4
,
1

4
,
1

9
,
1

9
, · · · .

P220L-1 删掉该行及下一页前两行，即从“≥ 0”开始到下一页“=”

前面一行

P221L5-L6 删掉这两行

P222L10“部分和”改为 部分和序列

P222L-11 ”计算”前加一行 则

|Bm| =

∣∣∣∣∣
n+m∑
k=1

bk −
n∑

k=1

bk

∣∣∣∣∣ ≤ 2M.

P222L-8 ”M”改为 2M

P222L-7 ”M”改为 2M

37
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P222L-6 ”3M”改为 6M

P227L-1 ”发散到无穷”后添一句：
+∞∑
n=1

cn也不收敛。

P228L1-2 这两行改为：最后，我们不加证明地给出下述定理。

P228L4 ”条件收敛。”改为 收敛于二者之积。

P229L4 ”无穷乘积”前添一句：若an ≥ 1,

P229L8 ”按照”改为 按照正项级数的

P229L11 ”无穷乘积”前添一句：若αn ≥ 0,

P229L11这一段下面添一段：称无穷乘积
+∞∏
n=1

(1+αn)绝对收敛，若
+∞∏
n=1

(1+

|αn|)收敛；称
+∞∏
n=1

(1 + αn)条件收敛，若它本身收敛而
+∞∏
n=1

(1 + |αn|)发散。

P230L7 f2(x) 定义第3行修改，并增加一行：

2− 4x,
1

4
≤ x ≤ 1

2
,

0,
1

2
≤ x ≤ 1,

P230L11 fn(x) 定义第3行修改，并增加一行：

2− 2nx, 2−n ≤ x ≤ 2−n+1,

0, 2−n+1 ≤ x ≤ 1,

P233L11 此段后添一段：此即

lim
p→+∞

∑
n=1p

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

P234L2 ”因此”后添一句：类似Newton-Leibniz公式的推导可知
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P240 此后部分改写如下

§13.3.2 傅里叶级数

函数f(x)的泰勒级数的有限和序列是{1, x − x0, (x − x0)
2, · · · , (x −

x0)
n}的线性组合，可以看做是它在一组幂函数“基”{1, x−x0, (x−x0)2, · · · , (x−

x0)
n, · · · } 上的投影1。如果我们换一组“基”，又会怎样呢？

方便起见，我们考虑[0, 2π]上的函数f(x),要求f(0) = f(2π).傅里叶级

数采用了{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, · · · , cosnx, sinnx, · · · },它们成立以下一
些积分等式。 ∫ 2π

0

cos kxdx = 0,∫ 2π

0

sin kxdx = 0,∫ 2π

0

cos kx sin ℓxdx = 0,∫ 2π

0

1dx = 2π,∫ 2π

0

cos kx cos ℓxdx = πδkℓ,∫ 2π

0

sin kx sin ℓxdx = πδkℓ,

其中k, ℓ ∈ N,δkℓ是克罗尼克尔德尔塔符号，当k = ℓ时为1，否则为0.

如果以进一步单位化后的两两正交函数系{
1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
,
cos 2x√

π
,
sin 2x√

π
, · · · , cosnx√

π
,
sinnx√

π
, · · ·

}
作为内积空间中的线性无关向量组，系数取为

a0 =

(
1√
2π
, f(x)

)
=

1√
2π

∫ 2π

0

f(x)dx,

aj =

(
1√
π
cos jx, f(x)

)
=

1√
π

∫ 2π

0

f(x) cos jxdx,

bj =

(
1√
π
sin jx, f(x)

)
=

1√
π

∫ 2π

0

f(x) sin jxdx,

从而f(x)给出了三角函数项级数

a0√
2π

+
1√
π

+∞∑
n=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

1按照线性代数的语言，这些幂函数确实是线性无关的，因此可以作为基；但这

里有无穷个这样的函数，这就跟线性代数里的有限维线性空间不同了。
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傅里叶级数的上述变换公式称为欧拉-傅里叶公式。2

在讨论级数的收敛性之前，我们注意到只要f(x)有周期为2π，并在

该周期上可积、或者有瑕点但广义绝对可积，那么上面的系数以及相应

的级数都可以定义出来。

§13.3.3 傅里叶级数的均方收敛性

对于2π周期函数序列{fn(x)}，考虑以下三种不同的收敛性。

称fn(x)均方收敛到函数f(x),若∥fn−f∥2 =

(∫ 2π

0

(fn(x)− f(x))2dx

) 1
2

.

称fn(x)逐点收敛到函数f(x),若∀x, lim
n→+∞

fn(x) = f(x).

称fn(x)一致收敛到函数f(x),若∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x, ∀n > N, |fn(x) −
f(x)| < ε,记为fn(x) ⇒ f(x).

容易看出一致收敛可以推出逐点收敛和均方收敛，而反过来一般

不成立。

先讨论傅里叶级数的均方收敛性。

傅里叶级数的部分和

Sn(x) =
a0√
2π

+
1√
π

n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx),

代入系数表达式并整理可得（以下用到了周期性）

Sn(x) =
1

π

∫ 2π

0

f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

(cos kt cos kx+ sin kt sin kx)

]
dt

=
1

π

∫ 2π

0

f(u+ x)

(
1

2
+

n∑
k=1

cos ku

)
du

=
1

2π

∫ 2π

0

f(u+ x)
sin(n+ 1

2 )u

sin u
2

du

=
1

2π

∫ 2π

0

f(u+ x)
cosnu− cos(n+ 1)u

1− cosu
du.

把自变量u换成−u,利用周期性容易看出，上式就是

f(u) ∗
sin(n+ 1

2 )x

2π sin x
2

,

这里卷积后面的函数称为狄利克雷核函数。

2如果调整一下表达式，也可以说级数为

a0

2
+

+∞∑
n=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

其中

aj =
1

π

∫ 2π

0
f(x) cos jxdx, bj =

1

π

∫ 2π

0
f(x) sin jxdx.
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通过组合这些部分和，如下定义的Fejer和可表示为

σn(x) =
1

n
(S0(x) + · · ·+ Sn−1(x))

=
1

2nπ

∫ 2π

0

f(u+ x)
1− cosnu

1− cosu
du

=
1

2nπ

∫ 2π

0

f(u+ x)

(
sin nu

2

sin u
2

)2

du.

这个也可以改写成f(x)和Fejer核函数

1

2nπ

(
sin nx

2

sin x
2

)2

的卷积。

特别的，容易知道，函数f(x) = 1时，a0 = 2
√
π,其它系数均为0，即

有∀n, σn ≡ 1.从而上式给出

1

2nπ

∫ 2π

0

(
sin nu

2

sin u
2

)2

du = 1.

回到最初的假设，若f ∈ C(R/2πN),则它有界（记为M），且一致连
续。从而，∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x1, x2,只要|x1−x2| < δ，就有|f(x1)− f(x2)| < ε.

直接计算可知（再次用到周期性）

|σn(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣ 1

2nπ

∫ 2π

0

(f(u+ x)− f(x)

(
sin nu

2

sin u
2

)2

du

∣∣∣∣∣
≤ 1

2nπ

∫ 2π

0

|f(u+ x)− f(x)|
(
sin nu

2

sin u
2

)2

du

=
1

2nπ

(∫ −δ

−π

+

∫ π

δ

)
|f(u+ x)− f(x)|

(
sin nu

2

sin u
2

)2

du

+
1

2nπ

∫ δ

−δ

|f(u+ x)− f(x)|
(
sin nu

2

sin u
2

)2

du

≤ 2M

n sin2 δ
2

+ ε.

因此，只要取n > N ≡

[
sin2 δ

2

2Mε

]
+ 1,就有

|σn(x)− f(x)| < 2ε.

于是，我们证明了σn(x) ⇒ f(x).

定理13.3.1 (Fejer定理). 2π周期的连续函数可由三角函数项级数一致逼

近。
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由傅里叶级数是内积空间中的坐标表示，即Sn(x)是f(x)在子空间

span

{
1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
,
cos 2x√

π
,
sin 2x√

π
, · · · , cosnx√

π
,
sinnx√

π

}
上的投影，从而

∥f(x)− Sn(x)∥ ≤ ∥f(x)− σn(x)∥.

再由一致逼近必均方逼近，必有

lim
n→+∞

∥f(x)− Sn(x)∥ = ∥f(x)− σn(x)∥.

定理13.3.2 (均方收敛定理). 若函数2π周期且连续，其傅里叶级数级数

均方逼近于该函数。

再由贝塞尔等式，就得到帕萨瓦尔(Parseval)等式

∥f∥2 =
a20
2π

+
1

π

+∞∑
n=1

(a2n + b2n).

均方收敛定理可以推广到可积函数。

若f(x)为2π周期函数，且在[0, 2π]上可积。∀ε > 0,由可积性，f有界，

上下确界分别记为M,m,且∃N ∈ N, 当n > N , 作[0, 2π]的n等分的等距分

割P，满足

Ω(f, P ) =
n∑

k=1

(Mk −mk)∆x <
ε2

M −m
,

这里Mk,mk分别是f在第k个小区间[(k − 1)∆x, k∆x]上的上下确界。

构造分段折线函数gε(x),在第k个小区间上(k = 1, · · · , n)

gε(x) = f(xk−1) +
f(xk)− f(xk−1)

∆x
(x− xk−1),

显然在这个区间上gε(x) ∈ [mk,Mk]为连续函数，并有∫ 2π

0

(gε(x)− f(x))2dx ≤
n∑

k=1

(Mk −mk)
2∆x

≤ (M −m)

n∑
k=1

(Mk −mk)∆x

≤ ε2.

这就是说

∥f − gε∥ ≤ ε.

再由gε(x)的傅里叶级数部分和序列Sε
n(x)均方收敛于它自身，即存在Ñ ∈

N, ∀n > Ñ ,成立

∥Sε
n(x)− gε(x)∥ ≤ ε,
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用范数的三角形不等式知道，当n > max(N, Ñ),

∥Sε
n(x)− f(x)∥ ≤ 2ε.

即该级数也均方收敛于f(x).

如果作更多推导，还可以证明以下结论。

1，若{Sn}一致收敛，则必收敛于f(x).
2,若f, g均可积，且傅里叶系数分别是an, bn和αn, βn,那么∫ 2π

0

f(x)g(x)dx =
a0α0

2π
+

1

π

+∞∑
n=1

(anαn + bnβn).

如果f(x)有更高阶的连续性，那么均方收敛性也可以改进。

首先，利用柯西不等式知(x ∈ [0, 2π])∣∣∣∣∫ x

0

Sn(u)du−
∫ x

0

f(u)du

∣∣∣∣
≤
∫ x

0

|Sn(u)− f(u)|du

≤

√∫ x

0

12du

∫ x

0

(Sn(u)− f(u))2du

≤
√
2π∥Sn(x)− f(x)∥,

这就给出了关于x的一致估计，从而有下述定理。

定理13.3.3. 若f(x)在[0, 2π]可积，其傅里叶级数为
a0√
2π

+
1√
π

+∞∑
n=1

(an cosnx+

bn sinnx),则

a0x√
2π

+
1√
π

+∞∑
n=1

∫ x

0

(an cosnu+ bn sinnu)du⇒
∫ x

0

f(u)du.

由此看出，若f(x) ∈ C1(R/2πZ),那么f ′(x)的傅里叶级数

ã0√
2π

+
1√
π

+∞∑
n=1

(ãn cosnx+ b̃n sinnx)

中必无常数项，即ã0 = 0.由上述定理，

1√
π

+∞∑
n=1

∫ x

0

(ãn cosnu+ b̃n sinnu)du⇒ f(x)− f(0),

如果记

an = − b̃n
n
, bn =

ãn
n
, n ∈ N,
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以及

a0 = 2

(
√
πf(0) +

+∞∑
n=1

b̃n
n

)
,

这就是

a0√
2π

+
1√
π

+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ⇒ f(x).

进一步，若f ∈ C2(R/2πZ), 那么f(x), f ′(x)的傅里叶级数一致收敛，
从而若

f(x) =
a0√
2π

+
1√
π

+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

则可以逐项求导

f ′(x) =
1√
π

+∞∑
n=1

(+nbn cosnx− nan sinnx).

特别的，对于2π周期的初等函数，傅里叶级数一致收敛，可以逐项积分

和求导。

§13.3.4 傅里叶级数的逐点收敛性

傅里叶级数的逐点收敛性，我们要研究

f∞(x) =
a0
2

+

+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

是否收敛以及是否收敛到f(x).比较完整的研究涉及到函数f(x)的性质、

以及积分的定义，这里我们仅就比较典型的情形、局限在黎曼积分下进

行讨论。

用到以下两个引理。

定理13.3.4 (黎曼-勒贝格(Riemann-Lebesgue)引理). 若函数f(x)在区间[α, β]上

可积或广义绝对可积3,则

lim
n→+∞

∫ β

α

f(x) cos jxdx = lim
n→+∞

∫
0

αβf(x) sin jxdx = 0.

定理13.3.5 (狄利克雷积分).

∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

3允许有瑕点。
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利用周期性，在任一点x0处的有限和

Sn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x0 + u)
sin

(n+ 1)u

2

2 sin
u

2

du

=
1

2π

∫ 2π

0

f(x0 − u)
sin

(n+ 1)u

2

2 sin
u

2

du

=
1

2π

∫ 2π

0

f(x0 + u) + f(x0 − u)

2

sin
(n+ 1)u

2

2 sin
u

2

du

=
1

π

∫ π

0

f(x0 + u) + f(x0 − u)

2

sin
(n+ 1)u

2

2 sin
u

2

du.

方便起见，以下记

g(u, x0) =
f(x0 + u) + f(x0 − u)

2
.

定理13.3.6 (黎曼局域化原理). 若周期函数f(x)在区间[0, 2π]上可积或广

义绝对可积，那么其傅里叶级数在点x0 ∈ (0, 2π)的收敛性和极限，仅与

任意选定δ > 0 的邻域U(x0, δ)有关。

事实上，先将Sn(x)表达式中的积分分成两段，

Sn(x0) =
1

π

∫ δ

0

g(u, x0)

sin
u

2

sin
(n+ 1)u

2
dt+

1

π

∫ π

δ

g(u, x0)

sin
u

2

sin
(n+ 1)u

2
du,

在u ∈ [δ, π]上，
g(u, x0)

sin
u

2

是可积或广义绝对可积的（分母为非0有界函数），

因此

lim
n→+∞

∫ π

δ

g(u, x0)

sin
u

2

sin
(n+ 1)u

2
du = 0.

所以，傅里叶级数的收敛性和极限，仅与任意选定δ > 0的邻域U(x0, δ)有

关。

再注意到

1

2 sin
u

2

− 1

u
=
u− 2 sin

u

2

2u sin
u

2

在[0, δ]上有界（当u→ 0+时极限为0），因此由黎曼-勒贝格引理，

lim
n→+∞

∫ δ

0

g(u, x0)

 1

2 sin
u

2

− 1

t

 sin
(n+ 1)u

2
du = 0;
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另一方面，若

∫ δ

0

|g(u, x0)− g(0+, x0)|
u

du收敛，计算可知(还是由黎曼-勒贝

格引理)∫ δ

0

g(u, x0)

u
sin

(n+ 1)u

2
du

=

∫ δ

0

g(u, x0)− g(0+, x0)

u
sin

(n+ 1)u

2
du+ g(0+, x0)

∫ δ

0

sin
(n+ 1)u

2
u

du

=

∫ δ

0

g(u, x0)− g(0+, x0)

u
sin

(n+ 1)u

2
du+ g(0+, x0)

∫ (n+ 1
2 )δ

0

sinu

u
du

→g(0+, x0)

∫ (n+ 1
2 )δ

0

sinu

u
du.

综上可知

lim
n→+∞

Sn(x0) =
π

2
g(0+, x0).

因此，我们得到以下结论。

定理13.3.7 (狄尼(Dini)判别法). 若周期函数f(x)在[0, 2π]上可积或广义绝

对可积，且对足够小的δ > 0,有
∫ δ

0

|g(t, x0)− g(0+, x0)|
t

dt收敛，则f(x)的傅

里叶级数在x0收敛于

g(0+, x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
.

狄尼判别法中的条件在以下一些情况下是满足的，于是傅里叶级

数在x0点(或区间上任一点)收敛于其左右极限的均值。

1. 可微或分段可微；

2. 在x0点连续或为第一类间断，且满足李普希兹条件:∃L > 0, s > 0, δ >

0, ∀u ∈ (0, δ],

|f(x0 ± u)− f(x0 ± 0)| ≤ Lus;

3. 不连续点和不可微点仅有限个。

例13.1. 对于2π-周期函数f(x) =

1, 0 < x < π,

−1, π < x < 2π,
分析其傅里叶级数及

收敛情况4。

解. 由于这是一个奇函数，其常数项及余弦项系数为0，而

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx

=
1− (−1)n

nπ
.
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0 π 2π

-1

0

1

图 13.1 方波的傅里叶级数近似：从内到外依次为f1(x), f3(x), f9(x), f39(x).

由于函数除了0, π处以外均可微，因此傅里叶级数除了在间断点以

外收敛到函数值，但是在间断点处收敛到左右极限的均值0.

从图13.1可以看到，即使到f39(x)，在间断点附近也有一个大概±0.2的

振幅，而且这一振幅并不随项数的增加而减小，这称为吉布斯(Gibbs)现

象。这与均方收敛不矛盾，振荡的宽度随项数增加而缩窄。

例13.2. 对于2π-周期函数f(x) =

x, 0 < x < π,

x− 2π, π < x < 2π,
分析其傅里叶级

数及收敛情况5。

解. 由于这是一个奇函数，其常数项及余弦项系数为0，而

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx

=
2× (−1)n

n
.

由于函数除了π处以外均可微，因此傅里叶级数除了在间断点以外

收敛到函数值（参考图13.2），但是在间断点处收敛到左右极限的均值0.

例13.3. 对于2π-周期函数f(x) = x2, (−π ≤ x ≤ π),计算其傅里叶级数。

4在信号分析的应用中，它代表了方波。
5在信号分析的应用中，它代表了锯齿波。
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0 π 2π

-π

0

π

图 13.2 锯 齿 波 的 傅 里 叶 级 数 近 似 ： 从 内 到 外 依 次

为f1(x), f3(x), f6(x), f21(x).

解. 由于这是一个偶函数，其正弦项系数为0，而

a0 =
1√
π

∫ π

−π

x2dx

=
2

3

√
π5,

an =
1√
π

∫ 2π

0

x2 cosnxdx

=
4
√
π × (−1)n

n2
.

于是，傅里叶级数为

f(x) ∼ π2

3
+ 4

+∞∑
n=1

(−1)n

n2
cosnx.

容易看出，该傅里叶级数一致收敛。

§13.3.5 傅里叶级数的推广

上面的分析容易推广到2L-周期的函数。考虑[0, 2L]上定义的函数f(x)，
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我们做坐标变换x→ x̃ =
πx

L
，就得到新的函数f(x̃),傅里叶级数为

f(x) = f(x̃)

∼ 1√
π

[
ã0
2

+
+∞∑
n=1

(ãn cosnx̃+ b̃n sinnx̃)

]

≡ 1√
L

[
a0
2

+
+∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sin

nπx

L

)]
,

其中

an =

√
L

π

∫ 2π

0

f(x̃)
cosnx̃√

π
dx̃

=
1√
L

∫ 2L

0

f(x) cos
nπ

L
xdx,

bn =

√
L

π

∫ 2π

0

f(x̃)
sinnx̃√

π
dx̃

=
1√
L

∫ 2L

0

f(x) sin
nπ

L
xdx.

在很多应用中，会将傅里叶级数定义成一个复数形式的。也就是

说，对于2π-周期的函数f(x)，考虑

f(x) ∼ 1√
2π

+∞∑
n=−∞

cne
inx =

c0√
2π

+
1√
2π

+∞∑
n=1

((cn+c−n) cosnx+i(cn−c−n) sinnx),

与实数形式的傅里叶级数比较可见：

c0 =
a0
2

=
1√
2π

∫ 2π

0

f(x)dx,

cn =
an − ibn

2

=
1√
2π

∫ 2π

0

f(x)(cosnx− i sinnx)dx

=
1√
2π

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx,

c−n =
an + ibn

2

=
1√
2π

∫ 2π

0

f(x)einxdx.

于是有统一的表达式(n ∈ Z)

cn =
1√
2π

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx.
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对于2L-周期的函数，复数形式的傅里叶级数为

f(x) ∼ 1√
2L

+∞∑
n=−∞

cne
i 2nπ

L x,

其中

cn =
1√
2L

∫ 2π

0

f(x)e−i 2nπ
L xdx.

§13.3.6 傅里叶变换

针对R上的L1可积（绝对可积）复值函数f(x),6其傅里叶变换给出一

个复值函数f̂(k), 由下式定义

f̂(k) =
1√
2π

∫
R
f(x)e−ikxdx.

由于f(x)绝对可积，由比较判别法上述积分收敛，从而F̂ (k)良定义。上

式常常也记作F(f)(k),并把F 这个函数间的映射称为傅里叶变换。7

反过来，如果给定了一个R上的L1可积（绝对可积）复值函数f̂(k),定

义逆变换

f(x) =
1√
2π

∫
R
f̂(k)eikxdk.

也记为F−1(f̂)(x).

由定义式可见，傅里叶变换及逆变换都是线性的，即

F(λf + µg)(k) = λF(f)(k) + µF(g)(k),

F−1(λf̂ + µĝ)(x) = λF−1(f̂)(x) + µF−1(ĝ)(x).

可以这样定义正、逆两个方向的傅里叶变换，是基于以下定理，以

及注意到函数f(x) = 0与变换f̂(k) = 0是一一对应的关系。

定理13.3.8 (傅里叶积分定理). 若f(x) ∈ L1(R) ∩ C1(R),定义

f̂(k) =
1√
2π

∫
R
f(x)e−ikxdx,

则∀x ∈ R,成立

1√
2π
V.P.

∫
R
f̂(k)eikxdk ≡ lim

A→+∞

1√
2π

∫ A

−A

f̂(k)eikxdk = f(x).

6函数在区域Ω上的L1范数是指
∫
Ω
|f(x)|dx,这里在R上就是

∫
R
|f(x)|dx. L1范数有界

的函数构成了L1空间。
7也有用函数本身小写字母f对应的大写字母F (k)来表示，如果是g(x)的傅里叶变

换就写成G(k).
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由于复值函数f可以分解成实部和虚部各一个实函数，而傅里叶变

换及逆变换都是线性的，因此以下不妨仅考虑f(x)为实函数。

定理的证明依赖于以下两个基本结论。

定理13.3.9 (黎曼-勒贝格引理(Riemann-Lebesgue’s lemma)). 若f(x) ∈ C[a, b],则

lim
n→+∞

∫ b

a

f(x) sinnxdx = 0.

另一个是通过含参变量积分（或复变函数方法）得到的狄里克雷积

分 ∫ +∞

−∞

sinx

x
dx = π.

以下证明傅里叶积分定理。

证明. 由f ∈ L1(R)∩C1(R),用比较判别法知
∫
R
f(y)e−ikydy关于k一致收敛、

连续。

先固定x ∈ R以及A,B > 0.8

1√
2π

∫ A

−A

f̂(k)eikxdk

=
1

2π

∫
R
f(y)

[∫ A

−A

eik(x−y)dk

]
dy

=
1

π

∫
R
f(y)

sinA(x− y)

x− y
dy

=
1

π

∫
R
f(x+ η)

sinAη

η
dη.

将该积分分为三段

I1 =
1

π

∫ −B

−∞
f(x+ η)

sinAη

η
dη,

I2 =
1

π

∫ B

−B

f(x+ η)
sinAη

η
dη,

I3 =
1

π

∫ +∞

B

f(x+ η)
sinAη

η
dη,

容易证明

|I1|, |I3| ≤
1

Bπ

∫
R
|f(y)|dy,

于是当B → +∞, 这两项都是无穷小量。

8下面的积分换序我们不作证明，而积分也都当作黎曼积分看待。一般性理论需

要实变函数的知识。
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另一方面，

I2 =
1

π

∫ B

−B

f(x+ η)− f(x)

η
sinAηdη +

f(x)

π

∫ B

−B

sinAη

η
dη.

注意到f ∈ C1(R),

f(x+ η)− f(x)

η
=

∫ 1

0

f ′(x+ τη)dτ

是关于η的连续函数，由黎曼-勒贝格引理，I2中第一项当A→ +∞也是无
穷小量。

而由狄里克雷积分，当B → +∞时，∫ B

−B

sinAη

η
dη =

∫ AB

−AB

sin ζ

ζ
dζ → 1.

总之，当A,B → +∞得

1√
2π
V.P.

∫
R
f̂(k)eikxdk ≡ lim

A→+∞

1√
2π

∫ A

−A

f̂(k)eikxdk = f(x).

以下是傅里叶变换的一些基本性质（以下函数f, g ∈ L1(R),需要时
也同时要求C1(R)）。

1. F(λf + µg) = λF̂ + µĝ.

2. F(f ′)(k) = ikf̂ ,这里假设f(x), f ′(x) ∈ L1(R) ∩ C(R).

3. F(xf) = i
d

dk
f̂(k).

4. F(f(αx))(k) =
1

|α|
f̂

(
k

α

)
.

5. 若F(f(x))(k) = f̂(k),那么F(f̂(x))(k) = f(−k).

6.
1√
2π

∫
R
f(x)dx = f̂(0).

7. 若f(x), g(x) ∈ L1(R),则卷积

(f ∗ g)(x) ≡
∫
R
f(x− y)g(y)dy =

∫
R
f(y)g(x− y)dy ∈ L1(R),

且

F(f ∗ g) =
√
2πf̂ ĝ.
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这里仅就卷积的傅里叶变换是各自傅里叶变换的乘积作简单解释。直

接计算

F(f ∗ g) =
1√
2π

∫
R
e−ikx

∫
R
f(x− y)g(y)dydx

=
1√
2π

∫
R
e−ikyg(y)

∫
R
e−(ik(x−y))f(x− y)dxdy

=
1√
2π

∫
R
e−ikyg(y)

∫
R
e−(ik(x−y))f(x− y)d(x− y)dy

=

∫
R
e−ikyg(y)f̂(k)dy

=
√
2πĝ(k)f̂(k).

上面作变量替换(x, y) → (x− y, y)时用到其雅可比行列式等于1.

以下算几个傅里叶变换。

例13.4. 求宽度为2A的方形脉冲函数

f(x) =

{
1, |x| ≤ A;

0, |x| > A

的傅里叶变换。

解. 直接计算得

f̂(k) =
1√
2π

∫ A

−A

e−ikxdx =

√
2

π

sin kA

k
.

根据对称性，sinc函数的傅里叶变换就是窗口函数或低通滤波器(A =

1)

F
(
sinx

x

)
=


√
π

2
, |k| ≤ 1;

0, |k| > 1.

用它与一个函数卷积就只留下其波数在[−1, 1](或更一般的[−A,A])的成
分。

例13.5. 求半边指数函数

f(x) =

{
e−x, x ≥ 0;

0, x < 0,

的傅里叶变换。

解. 计算得

f̂(k) =
1√
2π

∫ +∞

0

e−(1+ik)xdx =
1√

2π(1 + ik)
.
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于是，对称的函数

f(x) = e−|x|,

傅里叶变换为

f̂(k) =
1√

2π(1 + ik)
+

1√
2π(1− ik)

=

√
2√

π(1 + k2)
.

例13.6. 求高斯函数

f(x) = e−x2

的傅里叶变换。

解. 计算如下：

f̂(k) =
1√
2π

∫
R
e−x2−ikxdx

=
1√

2π(−ik)

[
e−x2

e−ikx|+∞
−∞ −

∫
R
e−ikxe−x2

(−2x)dx

]

=
−2

ik

1√
2π

∫
R

(
xe−x2

)
e−ikxdx

=
−2

ik
F(xe−x2

)

=
−2

k

df̂

dk
.

易知f̂(0) =
1√
2π

∫
R
e−x2

dx =
1√
2
.解常微分方程

f̂ ′(k) = −k
2
f̂(k), f̂(0) =

1√
2

得

f̂(k) =
1√
2
e−

k2

4 .

也可以用复变函数的手段计算高斯函数的傅里叶变换。考虑

f̂(k) =
1√
2π

∫
R
e−x2−ikxdx

=
1√
2π

∫
R
e−(x+ik/2)2dxe−

k2

4 ,

在由Rez = ±A, Imz = 0, Imz = ik/2围成区域中e−z2

解析，且当A→ +∞时Rez =

±A的两段线段上积分趋于0，因而∫
R
e−(x+ik/2)2dx =

∫
R
e−x2

dx =
√
π,
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从而

f̂(k) =
1√
2
e−

k2

4 .

还可以再作一个尺度变换。考虑

f(x) = e−Ax2

, A > 0.

其傅里叶变换为

f̂(k) = F
(
e−(

√
Ax)2

)
=

1√
A

1√
2
e−

(k/
√

A)2

4

=
1√
2A

e−
k2

4A .

特别地，如果取A = 1
2 ,则

F
(
e−

x2

2

)
= e−

k2

2 ,

高斯函数可以看作是傅里叶变换下的“不动点”（在等同x, k空间后）。

最后，再“不严格”地计算德尔塔函数的傅里叶变换

F(δ(x))(k) =
1√
2π

∫
R
e−ikxδ(x)dx =

1√
2π
.

上述傅里叶变换的讨论可以推广到多维空间。跟之前一样，记多元

空间变量

x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd,

再定义波矢量

k = (k1, · · · , kd) ∈ Rd.

对函数f(x) ∈ L1(Rd),定义

F(f)(k) = f̂(k) =
1

(2π)
d
2

∫
Rd

f(x)e−ik·xdx.

其实，多元函数的傅里叶变换也可以等效变为对各个变量逐次进行一

元的傅里叶变换。

逆变换公式为：

F−1(f̂)(x) =
1

(2π)
d
2

∫
Rd

f̂(k)eik·xdk.

多元傅里叶变换有以下一些性质。

1. 线性性：F(λf + µg) = λF̂ + µĝ.

2. 微商：F(∂xjf)(k) = ikj f̂ ,这里假设f(x),∇f(x) ∈ L1(Rd) ∩ C(Rd).
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3. 乘多项式：F(xjf) = i∂kj f̂(k),这里假设f(x), xjf(x) ∈ L1(Rd).

4. 平移：F(f(x− x0))(k) = e−ik·x0 f̂(k).

5. 伸缩：F(f(αx))(k) =
1

|α|
f̂

(
k

α

)
.

6. 对称：若F(f(x))(k) = f̂(k),那么F(f̂(x))(k) = f(−k).

7. 积分：
1

(
√
2π)d

∫
Rd

f(x)dx = f̂(0).

8. 若f(x), g(x) ∈ L1(Rd),则卷积

(f ∗ g)(x) ≡
∫
Rd

f(x− y)g(y)dy =

∫
Rd

f(y)g(x− y)dy ∈ L1(Rd),

且

F(f ∗ g) = (2π)
d
2 f̂ ĝ.

9. 分离变量：若f1(x1), · · · , fd(xd) ∈ L1(R),f(x) = f1(x1) · · · fd(xd),则

f̂(k) = f̂1(k1) · · · f̂d(kd).

傅里叶变换有直接的物理含义。注意到eik(2π/k) = 1,eikx表示波长

为
2π

k
的空间振荡，称k为波数，在多维空间中称k为波矢量，在这个方向

上周期为
2π

∥k∥
.9

多重傅里叶变换有两个有意义的特点。一方面，从

eik·x = eik1x1 · · · eikdxd

可以看出其实我们是把函数f(x)按照波矢量k分解成了模态，而每个模

态都是分离变量形式的；当然分离变量法一般只能用于线性方程组求

解，因此，傅里叶变换法通常也只用于线性偏微分方程。另一方面，回

顾常微分方程中用eλt 形式导出特征方程（关于λ的多项式）是基于它是

微分算子的特征函数，即
d

dt
eλt = λeλt.

在全空间的偏微分算子作用下

∂xpe
ik·x = ikpe

ik·x,

可见eik·x是偏微分算子的特征函数，注意到实部非零的eλ·x在全空间无

界，事实上eik·x是偏微分算子的有界特征函数。

9如果傅里叶变换是在时间方向上做，那么就会变到频率空间，一般把自变量k

改记为ω.
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P247L10 求和下限改为 n = 2 P247L11 求和下限改为 n = 3


